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RESUM

Les unitats que formen els sistemes complexos interaccionen entre elles en xarxes que no son ni perfectament regulars ni
perfectament aleatories. L'estructura d’aquestes xarxes determina el comportament dels processos dinamics que hi tenen
lloc i, alhora, és un reflex de I'evolucio i les funcions del sistema. Des d’aquesta doble perspectiva, l'estudi de les xarxes
complexes és important. En aquest article discutim el resultats classics de la teoria de xarxes i algunes de les linies de recerca

actualment més actives.
Doi: http://dx.doi.org/10.2436/20.2001.01.13

1 Introduccio

La complexitat de sistemes com la cel-lula, el cervell o la
societat és conseqliéncia d’una serie de factors. El primer
és la no-linealitat de les interaccions; aquest factor has
estat ampliament reconegut i estudiat des de fa més d’un
segle. Un altre factor important, pero, és la complexitat de
I'estructura de les interaccions. Pensem, per exemple, en
un sistema social: triem una persona qualsevol i connec-
tem aquesta persona amb els seus amics, i els amics amb
els seus amics respectius, i aixi repetidament. Tot i que és
clar que la xarxa resultant d’aquestes relacions d’amistat
no és ni totalment aleatoria ni totalment ordenada (figura 1),
ja fa vint anys que els investigadors van adonar-se de les
importants consequencies d’aquest fet.

En realitat, les xarxes reals combinen elements d’ordre
local (els amics d'una persona determinada sén, sovint,
amics entre ells) amb elements aleatoris (sovint tenim un
amic en un lloc llunya o que no esta relacionat amb la res-
ta de les nostres altres amistats). Les xarxes reals també
son molt heterogénies: combinen regions amb una gran
densitat de connexions amb regions molt poc denses; i
nodes amb moltes connexions amb nodes quasi descon-
nectats, de manera que les distribucions de connectivitats
sovint escalen amb exponents ben definits.

Que les xarxes d’interaccions tinguin aquestes propi-
etats no trivials té implicacions a dos nivells. Per un can-
to, I'estructura de la xarxa té un impacte directe sobre
els processos dinamics que hi tenen lloc. Des d’aquesta
perspectiva, el fet que les xarxes tinguin una estructura
no trivial és un factor que no podem obviar, perd que més
aviat complica I'analisi dels sistemes complexos.

D’altra banda, perd, hem de pensar que les xarxes
complexes tenen l'estructura que tenen per alguna rad:
o perqué hi ha uns mecanismes evolutius ben definits o

perque la xarxa ha de complir una certa funcid. Sigui com
sigui, si som capacos de caracteritzar 'estructura d’una
xarxa estarem per forca entenent alguna cosa del com-
portament del sistema corresponent. Des d’aquesta pers-
pectiva, les xarxes complexes ens ofereixen noves oportu-
nitats per entendre millor els sistemes complexos.

A continuacié discutim algunes de les arees de recerca
en que els fisics estem fent avancar I'estudi de les xarxes,
en aquest doble vessant de complicacio i d’oportunitat
per a I'estudi dels sistemes complexos.

Figura 1: Xarxa d’intercanvi de comunicacions dins d'una
organitzacié amb centenars de persones. Cada node repre-
senta una persona de l'organitzacid i cada connexio un inter-
canvi sostingut i reciprocat de correus electronics (un minim
d’un missatge intercanviat al mes el 2010). El color de cada
node representa el seu departament dins 'organitzacid, i la
mida del node representa la seva centralitat a la xarxa.
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2 Dinamica en xarxes

Com hem dit, que les xarxes d’interaccions siguin comple-
xes té un efecte important sobre els processos dinamics
que hi tenen lloc. De fet, un dels treballs que avui consi-
derem fundacionals en la ciéncia de les xarxes pretenia
estudiar, precisament, I'efecte de diferents topologies en
la sincronitzacid dels cants dels grills. Aquests insectes
mostren un alt grau de sincronitzacio sobre una distancia
important, talment com si estiguessin connectats per al-
guna xarxa «invisible». El que en principi volia ser, doncs,
un estudi de com grups de grills es coordinen per emetre
sons de manera simultania es va convertir en la llavor de
la teoria moderna de les xarxes complexes.

Agafem, precisament, el cas de la sincronitzacié per
entendre de quina manera |'estructura de les xarxes ha
arribat a ocupar un lloc central en I'estudi de la dinamica
dels sistemes complexos. Durant els anys vuitanta s’es-
tudiaven models matematics que descrivien com oscil-
ladors caracteritzats per una fase eren capacos d’evolu-
cionar col-lectivament a fases i freqléncies properes;
d’aquesta manera mostraven un alt grau de sincronitzacié
(un dels models més utilitzats en la fisica és 'anomenat de
Kuramoto). En aquell moment, es pressuposava un patrd
d’interaccio en qué cada oscil-lador estava connectat amb
tota la resta; perd aquesta estructura no és realista i aviat
es va reconeixer que s’havien de considerar altres estruc-
tures. Aixi doncs, en els anys noranta es van considerar
estructures de baixa dimensié (1, 2 i 3 dimensions) pero
encara regulars, és a dir, amb connexions Unicament amb
els veins més propers.

Es just en tombar el segle que es comencen a conside-
rar estructures amb topologia complexa com les entenem
avui en dia: primer afegint algunes connexions aleatories
en una xarxa altrament regular i després introduint hete-
rogeneitat en la densitat de les connexions i en les con-
nectivitats dels nodes. Avui sabem que hi ha una relacié
molt estreta entre la dinamica de sincronitzacid i I'estruc-
tura de la xarxa. Per exemple, canviant l'estructura de la
xarxa podem fer que un sistema sincronitzi o deixi de sin-
cronitzar, efecte que sembla que és rellevant per enten-
dre l'aparicié d’epilepsia en algunes persones. | un altre
exemple: en xarxes amb grups de nodes molt densament
connectats internament, la dinamica de sincronitzacio ve
donada per com de complicat és fer sincronitzar un grup
amb laltre; és a dir, I'estructura de grups de la xarxa de-
termina la dinamica de sincronitzacié dels nodes. De fet,
la connexid sincronitzacio-topologia és tan forta que, en
Ultima instancia, les condicions de sincronitzabilitat d’un
sistema es poden expressar en termes de les propietats
espectrals de certs operadors que queden definits Unica-
ment per I'estructura de la xarxa.

I més enlla de la sincronitzacié? Que n‘esperem, en
general, d’'un procés dinamic sobre una xarxa complexa?
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Esperem un comportament qualitativament diferent del
que observariem en una xarxa regular? O del que obser-
variem en una xarxa perfectament aleatoria? El cert és
que qualsevol procés dinamic es veu quantitativament i
qualitativament afectat per l'estructura de la xarxa. Com
en el cas de la sincronitzacid, propietats com I’heteroge-
neitat en la distribucido de connectivitats, |'existencia de
grups i d’'ordre local, o I'existéncia de correlacions entre
les connectivitats de nodes que interaccionen, afecten de
manera determinant la dinamica del sistema.

No és el nostre objectiu discutir aqui exhaustivament
tota la llista de fenomens dinamics que es veuen afectats
per l'estructura de la xarxa, pero si que val la pena discu-
tir-ne un de dramatic que ha estat estudiat a bastament:
el de la propagacié d’epidémies. Mentre que en xarxes re-
gulars i aleatories hi ha un valor llindar de la infeccié per
sota del qual una epidémia queda totalment eradicada
(en un procés que és matematicament una transicié de
fase continua), en xarxes més realistes, amb distribucions
de connectivitats heterogénies (en que el segon moment
de la distribucié de grau divergeix), aquest llindar desapa-
reix i mai és possible eradicar completament I'epidemia.
Aquesta és la mena de diferéncies qualitatives que fan
que no puguem ignorar 'estructura de les xarxes quan es-
tudiem el comportament dinamic de sistemes complexos.

3 Xarxes multicapa

Com hem explicat, un sistema complex sovint es pot re-
presentar com una xarxa on els nodes sén les unitats del
sistema i les connexions les interaccions entre les unitats.
Com hem argumentat en la seccid anterior (i també ens
hi referirem a la propera seccid), aquest enfocament ens
ajuda a entendre molts aspectes dels sistemes comple-
x0s. Ara bé, en molts casos és essencial anar més enlla
d’aquesta mena de xarxes i investigar marcs més sofisti-
cats i alhora més realistes. En particular, cada cop és més
evident que, en determinats casos, cal tenir en compte
que hi ha xarxes amb diversos tipus de connexio, les ano-
menades xarxes de xarxes o xarxes multicapa.

Les xarxes multicapa van ser introduides fa decades
en disciplines com ara la sociologia i I'enginyeria. En l'es-
tudi dels sistemes socials, en particular, fa decades que
es va fer evident que calia construir representacions que
tinguessin en compte diferents tipus de relacions entre el
mateix grup de persones (per exemple, dins d’una orga-
nitzacio, les persones amb qui som més amics no tenen
per que coincidir amb les persones a qui demanem més
sovint consell professional). En aquesta representacio,
cada tipus de relacié defineix una capa de la xarxa multi-
capa global; i és la xarxa multicapa global, i no cap de les
capes per separat, la que determina el comportament del
sistema (figura 2).



Figura 2: Xarxa multicapa de transport aeri a Europa. Els
nodes de la xarxa representen aeroports europeus i les
connexions representen vols directes. Cada capa represen-
ta els vols d’una companyia diferent. Imatge gentilesa de
Manlio de Domenico, obtinguda fent servir el programa
MuxViz (M. de Domenico et al., J. Complex Netw. 3 (2),
159.176 (2015); http://muxviz.net) a partir de les dades a
A. Cardillo et al., Sci. Rep. 3, 1344 (2013).

Si I'Us de xarxes multicapa té una certa historia, I'intent
de desenvolupar el marc per estudiar-les de manera sis-
tematica, estenent les eines existents per xarxes «unica-
pa», és un fenomen recent. Avui sabem que els metodes
provinents de l'algebra lineal ens permeten representar
aquests tipus de xarxes multicapa de manera rigorosa. Les
xarxes unicapa se solen representar mitjangant 'anome-
nada matriu d’adjacéncies, on les files i columnes repre-
senten els nodes, i els elements de matriu sén zero a no
ser que la fila i columna corresponents estiguin connec-
tats a la xarxa. D’una manera semblant, les xarxes mul-
ticapa es poden representar com a tensors d’adjacéncia
d’ordre superior a dos. | un cop hem representat les xar-
xes d’aquesta manera, podem aplicar immediatament la
maquinaria que s’ha desenvolupat per descomposicions
tensorials.

Els metodes més estesos que utilitzen aquest enfo-
cament sén generalitzacions de la descomposicio en va-
lors singulars (en anglés, singular value decomposition):
aquestes i altres eines han tingut un gran exit en moltes
aplicacions. Per exemple, els métodes de descomposicid
tensorial poden ser utilitzats per extreure comunitats (és
a dir, conjunts de nodes que estan connectats densament
entre si) o per establir una ordenacio dels seus nodes.

Pero realment hi ha nova fisica en les xarxes multica-
pa? Observem comportaments qualitativament diferents
als de les xarxes complexes unicapa? La resposta —cada
cop és més clar— és que si. En trobem un exemple en
la teoria de la percolacid, que estudia com una xarxa es
trenca en trossos a mesura que eliminem algunes de les
connexions. Aquesta teoria és important per entendre la
robustesa de sistemes complexos i per a processos dina-
mics com ara la propagacié d’epidémies. Doncs bé, I'estu-
di de la percolacié en xarxes multicapa ha demostrat que

les correlacions negatives entre les connectivitats de les
parelles de nodes connectats fan augmentar el llindar de
percolacio (és a dir, la fraccié de connexions que cal eli-
minar abans no es trenqui la xarxa), mentre que les cor-
relacions positives el fan disminuir. També s’ha demostrat
que les xarxes multicapa amb correlacions negatives de
connectivitats intracapa sén més resistents contra atacs
basats que eliminen els nodes més connectats.

| un altre exemple: el de passejos aleatoris en xarxes
multicapa amb heterogeneitat a I'acoblament entre els no-
des de la xarxa. En aquesta mena de processos, s’ha de-
mostrat que el temps que necessita un caminador aleatori
per visitar la majoria dels nodes depén de la topologia de
les connexions intracapa, de la connexié entre capes, i el
tipus del passeig aleatori. De fet, els temps per recorrer la
xarxa poden ser més elevats que els necessaris per cobrir
cadascuna de les capes per separat (és a dir, el passeig pot
ser «infradifusiu») o poden ser més petits que en cadascu-
na de les capes (és a dir, el cami pot ser «superdifusiu»).
Com veiem, doncs, les xarxes multicapa tenen una fenome-
nologia molt rica que tot just estem comencant a explorar.

4 Inferéncia en xarxes

Sibé, com hem explicat, I'estudii la caracteritzacio de xar-
xes complexes han constituit una area de recerca activa
d’enca dels ultims anys del segle xx, no ha estat fins fa
poc que els investigadors ens hem comengat a plantejar
les xarxes no com a eines descriptives, sind com a eines
predictives. Es tracta, en definitiva, d’analitzar la xarxa
d’interaccions d’un sistema i fer-la servir per inferir, per
exemple, com evolucionara el sistema en el futur.

Els primers treballs d’inferencia en xarxes es van fer
per resoldre el problema d’identificar errors en una xarxa;
és a dir, identificar tant connexions espuries que aparei-
Xen en una observacié donada, pero que no existeixen en
realitat, com connexions que existeixen a la realitat pero
que no apareixen a 'observacié. Aquest és un problema
ubic en les xarxes bioldgiques, en qué dades experimen-
tals Iligades a tecnologies d’alt rendiment tenen taxes
d’error sovint per damunt del 20 %.

A primera vista, el problema pot semblar irresoluble:
com podem, a partir d'una sola observacio d’una xarxa, in-
ferir qué és el que esta malament en aquesta observacié?
Pero la teoria de la probabilitat ens permet respondre
aquesta pregunta de manera rigorosa. El nostre objectiu
és obtenir probabilitat P(X = x/A°) que un cert observable
X de la xarxa prengui el valor x donada la nostra observa-
cio de les connexions entre els nodes de la xarxa, A°. En
particular, podem calcular la probabilitat que una conne-
xi6 donada existeixi: en aquest cas 'observable és, senzi-
llament, la connexid en questid. Suposem que tenim un
conjunt de models {M} que sén potencials candidats per
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descriure I'estructura de la nostra xarxa. Aleshores podem
escriure

P(x=x1 4°)= 3 p(x=ximp(m] 4°) (g
{m}

on la suma és sobre tot I'espai de possibles models. Es a
dir, la probabilitat de X =x és la suma sobre tots els mo-
dels possibles de la probabilitat que el model sigui el mo-
del correcte, donada la xarxa observada, per la probabili-
tat de X = x segons el model.

Aquesta equacié és molt semblant a la que trobem en
fisica estadistica quan volem calcular la probabilitat que un
observable prengui un cert valor: el model faria el paper
de la «configuracio» (per exemple, l'orientacié dels espins
en un sistema magnetic), i el logaritme de la probabilitat
del model (amb un signe negatiu) faria el paper de I'ener-
gia. D’'aquesta manera, I'equacio (1) es pot interpretar com
la mitjana de P(X = x/M) sobre models i es pot avaluar nu-
mericament utilitzant estrategies classiques de mostreig
de configuracions (com l'algoritme de Metropolis) desen-
volupats dins I'ambit de la mecanica estadistica. De fet, la
similitud formal entre el problema d’inferencia en xarxes i
la fisica estadistica és fruit de les connexions profundes que
hi ha entre la fisica estadistica i la teoria de la probabilitat
entesa com a extensio de la logica.
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Aixi doncs, resolt el problema de detectar errors, po-
dem tornar a la qUestié de si és possible fer servir les xar-
xes com a eines predictives. Per fixar idees, considerem el
problema seglient. Tenim un equip de persones treballant
en un projecte durant un any. Al cap d’uns mesos, pregun-
tant els membres de I'equip ens assabentem que hi ha
parelles de persones dins I'equip que no tenen una bona
relacié entre elles: tenen un conflicte d’alguna mena. La
pregunta és si podem fer servir la teoria de xarxes per
predir, al cap d’'uns mesos més, quines d’aquestes situa-
cions conflictives s’hauran resolt soles i quins conflictes
nous hauran aparegut. | la resposta és que si: si repre-
sentem l'equip com una xarxa i les relacions conflictives
com a connexions, saber quins conflictes es resoldran és
el mateix que saber quines connexions desapareixeran de
la xarxa original. | les relacions que desapareixeran seran
les que, per comencar, tenien menys probabilitat d’existir:
els «errors» de la xarxa original.

Aquest exemple que sembla tret d’un Ilibre d’Asimov
és, de fet, un exemple real: efectivament, la inferéncia
en xarxes s’ha fet servir amb éxit per predir conflictes en
equips de treball. | potser el més sorprenent és que, com
que la teoria és tan general, es pot fer servir per a proble-
mes tan diversos com predir les decisions d’un tribunal, si
a algu li agradara una pel-licula o no abans que la vegi o,
fins i tot interaccions nocives entre medicaments. Avui en
dia, les xarxes son poderoses eines de prediccid.



